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Resumo
Os principais objetivos desta dissertação são o estudo de sistemas microeletromecânicos
e a análise de vibrações destes.
Para o primeiro objetivo são considerados diversos artigos e bibliografia existente sobre
o assunto. São mostradas as aplicações deste tipo de sistemas que, com a evolução
tecnológica tem crescido sobremaneira. São utilizadas em sistemas de rádio frequência,
micro interrutores, micro motores, entre outras aplicações. São evidenciadas as
vantagens, como o peso, o baixo custo e as dimensões, que este tipo de dispositivos
apresenta e que têm contribuído para a substituição de diversos sistemas já existentes.
São mostrados alguns dos materiais utilizados para produzir estes dispositivos e são
evidenciadas as propriedades dos mesmos.
Para o segundo objetivo procede-se à formulação de um elemento finito de placa do tipo
p que recorre à teoria de Reissner-Mindlin, também conhecida com teoria de placas
espessas ou teoria de deformação de corte transversal de primeira ordem. Utiliza-se,
também, a teoria de Kirchhoff, conhecida como teoria de placas finas. É considerada a
solicitação eletrostática aplicada a placas. Recorrendo ao Teorema dos Trabalhos
Virtuais são obtidas as equações diferenciais que caraterizam o sistema de placa com
solicitação eletrostática. Recorrendo às equações diferenciais homogéneas do sistema,
sem considerar a solicitação eletrostática, são calculados os modos naturais de placa
com dois tipos de condições de fronteira, simplesmente apoiada e encastrada. Os
resultados obtidos manifestam boa precisão. Como ponto de comparação foram
utilizadas as frequências naturais calculadas de forma analítica.
iv
Abstract
A study on vibrations of electromechanical systems
The main goals of this thesis are the study of microelectromechanical systems and the
calculation of vibrations related to it.
The thesis starts with a review of several papers and thesis about this subject. Some of
them show the astonishing development that such kind of device has achieved, as well
as the advantages about their use, which include the low cost, the low weight and
reduced dimensions. Some materials that are used for this kind of device are presented.
To analyse the vibration of microelectromechanical systems, two finite elements of type
p are employed, one is based on Reissner-Mindlin theory and the other on Kirchhoff
theory. Using the virtual work method, it is possible to obtain the equations that
describe the device’s motion, considering the presence of the electrostatic force.
Two different numerical analyses on natural vibrations of micro-plates are shown. In
one of the analysis, the plate is clamped on all boundaries, and in the other analysis it is
simple supported. The results obtained are in a very good agreement with the literature
ones.
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11.Introdução
1.1. Introdução geral e motivação
A realização desta tese surge no âmbito do curso de Mestrado Integrado em Engenharia
Mecânica da Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto, em particular da
opção de Projeto e Construção Mecânica.
A seleção do contexto desta tese prendeu-se com o gosto pessoal nas áreas de estudo
que esta implica, como são o método dos elementos finitos e a análise de vibrações de
sistemas e estruturas. Este gosto, acompanhado da vontade de aprofundar
conhecimentos nestas áreas, bem como de utilizar os conhecimentos anteriormente
adquiridos, foram as premissas necessárias para ter interesse em realizar esta tese.
O tema aqui tratado, “Estudo sobre vibrações de sistemas microeletromecânicos”, será
desenvolvido no sentido de serem obtidos os modos naturais de vibração de alguns
sistemas já tratados em bibliografia, sendo para isso necessária a utilização do método
dos elementos finitos. Assim, será apresentada a formulação de um elemento finito do
tipo p, utilizando duas teorias, Reissner-Mindlin e Kirchhoff. A utilização deste tipo de
elemento finito conduz a resultados precisos através de uma forma de implementação
mais simples do que para elementos finitos do tipo h [1].
Os sistemas microeletromecânicos, mais conhecidos por MEMS
(microelectromechanicalsystems), têm vindo a apresentar uma forte evolução ao longo
dos últimos anos. Esta evolução materializa-se no aumento do número de aplicações em
que são utilizados estes dispositivos. Ela tem sido provocada pelo grande progresso no
que diz respeito a processos de fabrico, formas de teste e estudo da dinâmica destes
sistemas [2, 3]. Têm, também, recebido um forte incentivo por parte da indústria dos
semi-condutores, pois os processos de fabrico e as infraestruturas necessárias são
comuns, o que permite produzi-los a baixo custo e em larga escala, fazendo com que a
sua comercialização seja bastante atrativa [2, 3]. Estes sistemas apresentam ainda outras
características que dão uma forte vantagem para a sua implementação, que são o seu
baixo peso, o tamanho pequeno, consumo de energia baixo e a durabilidade [2, 4]. Há
diversas áreas da engenharia, da ciência e também da medicina onde foram aplicados
sistemas MEMS com sucesso [2, 3]. Dispositivo para jato de tinta de impressoras,
micro-bombas, acelerómetros para airbags, dispositivos de projeção, sensores de
2pressão, são alguns exemplos de sistemas em que foram substituir sistemas mais
convencionais devido ao baixo custo [2,4]. Por todas as suas vantagens, estes sistemas
têm vindo a ser desenvolvidos para aplicação nas mais diversas áreas. Na medicina têm
sido utilizados em aparelhos ligados à visão e audição, para estimulação nervosa e para
outros tipos de aparelhos como sistemas de dosagem e drenagem. Em sistemas de
informação, têm possibilitado o aumento de memória de dispositivos eletrónicos e
permitiram, por exemplo, a construção de CDs do tamanho de uma moeda [2]. Novas
áreas têm surgido onde a aplicação desta tecnologia está a ser estudada e onde já há
algumas aplicações, como micro-interruptoresóticos, dispositivos constituídos por micro
espelhos, giroscópios, sensores (velocidade, temperatura, contaminação do óleo),
dispositivos de rádio frequência e sistemas de ressonância [4, 5, 6].
Esta evolução, porém, não foi acompanhada por uma evolução das técnicas de
simulação, pelo que, durante muito tempo, a construção destes sistemas foi conseguida
através de uma metodologia de tentativa e erro. Esta dificuldade de evolução deve-se ao
facto do estudo do design associado ao comportamento dinâmico deste tipo de sistemas
necessitar de ter em consideração diversos tipos de forças e, mesmo, respostas
dinâmicas que nele intervêm [4]. Por exemplo, é necessário conjugar forças mecânicas,
eletrostáticas, térmicas e originadas por fluídos, com não-linearidades geométricas e
outras. Isto torna o problema da análise destes sistemas de difícil resolução, pela enorme
necessidade computacional que lhe está associada [2]. Assim, as formas de simulação
existentes são mais utilizadas para simular os dispositivos finais, em vez de apoiarem no
design destes. Por forma a inverter esta situação, têm surgido simulações mais
simplificadas e eficientes para que seja possível construir estes dispositivos de forma
fiável, com o comportamento adequado e com o menor custo.
Neste tipo de sistemas são utilizados diferentes tipos de solicitação, como forças
piezoelétricas, magnéticas, térmicas e eletrostáticas. Contudo, a mais utilizada é a
solicitação eletrostática devido à sua eficiência, à elevada densidade energética e às
elevadas forças passíveis de serem atingidas [3]. O princípio utilizado neste tipo de
forças pode também ser utilizado para funções sensoriais. Alguns exemplos são os
sensores e acelerómetros capacitivos. Este tipo de solicitação tem, porém, algumas
limitações, como é o caso do efeito de pull-in, que permite uma banda de tensões de
funcionamento limitada. Contudo, também esta área tem vindo a sofrer evoluções no
estudo deste fenómeno, que têm permitido não só perceber e controlar este fenómeno
3mas também estudar as possibilidades de utilização do mesmo com fins benéficos para
os sistemas e para construir novos dispositivos com novas funções baseadas neste
comportamento [7].
1.2 Objetivos
Os objetivos desta dissertação são os seguintes:
 Estudar e conhecer sistemas microeletromecânicos;
 Formular um elemento finito de placa;
 Obter equações de movimento da placa considerando solicitação por forças
eletrostáticas;
 Obter e analisar os modos de vibração natural da placa considerando diferentes
tipos de condições de fronteira;
 Obter os modos de vibração natural para um sistema de pedal utilizando o
software ANSYS;
1.3 Organização
Esta tese é constituída pela introdução onde é feita uma apresentação ao tema abordado.
Nela é feita a revisão bibliográfica e são mostrados os objetivos do trabalho.
A secção seguinte apresenta a formulação do elemento finito de placa do tipo p e da
solicitação eletrostática. Nesta secção são ainda obtidas as equações de movimento que
caraterizam o sistema de placa.
Na terceira secção são obtidos os modos naturais de vibração de placa considerando
dois tipos de condições de fronteira, encastrada e simplesmente apoiada. É, ainda,
apresentado um estudo dos modos naturais de vibração para um sistema do tipo pedal,
utilizando um softwarecomercial.
Na quarta e última secção frisam-se alguns dos comportamentos importantes dos
sistemas MEMS descritos nas primeira e segundas secções, retiram-se algumas
conclusões dos estudos efetuados na secção anterior e, também, são sugeridos alguns
trabalhos futuros.
41.4 Revisão bibliográfica
Os sistemas microeletromecânicos (MEMS) têm vindo a ocupar um papel
preponderante no desenvolvimento de novos sistemas para diferentes áreas, como na
medicina, na indústria automóvel, em aparelhos de projeção de imagem, impressoras,
etc.. Tal desenvolvimento só tem sido possível devido ao aumento do conhecimento
deste tipo de sistemas. Este conhecimento está intimamente ligado com o estudo de
novas formas de modelar sistemas MEMS ecom a contribuição que este tem na
otimização do design destes por forma a melhorar o seu desempenho.
Para se contextualizar o assunto, são referidos nos parágrafos seguintes alguns dos
estudos já realizados. Depois é feita uma revisão bibliográfica sobre aspetos de sistemas
microelectromecânicos que são especificamente de interesse para esta dissertação.
Zhao [8] em 2004 apresentou uma forma de modelar e simular sistemas MEMS de
micro-placas eletrostaticamente excitadas tendo em consideração as contribuições das
não-linearidades presentes, provocadas por elevadas amplitudes de deslocamento, pela
solicitação elétrica, impacto e fricção. É utilizado pelo autor o modelo de placa de von
Kármán para ter em consideração as não-linearidades provocadas pelos deslocamentos
substanciais. É utilizado o método de Galerkin para reduzir as equações diferenciais
parciais e condições de fronteira num sistema de equações diferenciais ordinárias não-
lineares. O modelo é depois aplicado para simulação de dois sistemas de micro-placa,
um simplesmente apoiado e outro bi-encastrado. O modelo foi validado por comparação
com resultados experimentais.
Vogl em 2006 [9] propôs um modelo analítico para placa circular solicitada
eletricamente e com tensões residuais para aplicação nos CMUTs (capacitive
micromachined ultrasonic transducers). O sistema é discretizado através de uma
aproximação de Galerkin, obtendo-se equações diferencias ordinárias no tempo. Estas
equações resolveram-se para os estados de equilíbrio resultantes de cada potencial
eléctrico aplicado e determinaram-se as frequências naturais de vibração para os estados
estáveis de deformação. A frequência natural apresenta uma diminuição com o aumento
das forças eletrostáticas. Contudo, de acordo com os autores, strain-hardening pode
implicar um aumento das frequências naturais com o aumento da tensão.
5Leeet al. [10] em 2007 publicaram um artigo sobre um método para a análise dinâmica
de atuadores eletrostáticos acoplados. O método desenvolvido pode ser usado para
determinar a resposta de MEMS do tipo interruptor constituído por viga encastrada.
Para tal adotam um ponto de carga que se relaciona com os efeitos do campo elétrico
entre elétrodos. Esta abordagem pode ser considerada como um modelo de parâmetros
aglomerados para interações eletrostáticas. Este modelo tem como vantagem a fácil
incorporação dos efeitos eletrostáticos entre elétrodos num algoritmo de análise
dinâmica. As equações resultantes contêm as variáveis de posição, velocidade e
potencial elétrico de modo a caracterizar o movimento das massas e das cargas dos
elétrodos no sistema. A resposta do sistema solicitado eletrostaticamente é obtida
através da resolução das equações. Para finalizar a abordagem recorreram a um software
de análise dinâmica desenvolvido pelos autores, RecurDyn. Esta ferramenta de
simulação foi testada através de um exemplo de viga encastrada em balanço.
Meyer e Cumunel [11] em 2010 caracterizaram a influência dos efeitos piezoelétricos e
geométricos no isolamento do sistema. O sistema estudado consiste numa viga bi-
encastrada, de um material piezocompósito, para que seja possível obter um sistema
com bom isolamento à vibração. Utilizando o princípio de Hamilton e tendo em
consideração as não-linearidades geométricas e piezoelétricas é demonstrada a variação
polinomial dos coeficientes referentes à componente piezoelétrica consoante a tensão
elétrica aplicada.
Abbasionet al. [12] em 2009 investigaram a influência da elasticidade e das tensões
residuais na frequência natural de flexão de micro-vigas, tendo em consideração efeitos
de inércia de rotação e de deformações de corte. Para se obter os modos naturais de
vibração das micro-vigas de Timoshenko tendo em consideração os efeitos de superfície
é derivada uma solução explícita. Estudaram dois tipos de teorias de viga, Euler-
Bernoulli e Timoshenko, considerando para ambas os efeitos da elasticidade da
superfície e as suas tensões residuais. É demonstrado que as frequências naturais
adimensionalizadas dependem do tamanho da viga e são influenciadas pelos efeitos de
superfície, pela inércia de rotação e pela deformação de corte.
Delnavazet al. [13] em 2009 utilizaram um modelo não-linear de parâmetros
distribuídospara analisar um sistema constituído por um micro-viga bi-encastrada. Para
analisar a interação do sistema com uma partícula é utilizado o modelo de forças de Van
6der Waals e é considerada que a viga é inextensível por forma a só ser necessário
derivar as equações de movimento em ordem a uma coordenada. Estas condições
introduzem fortes não-linearidades nas equações resultantes da integração das equações
parciais de movimento. Fizeram um estudo comparativo de modelos linear e não-linear,
tendo obtido resultados razoáveis para o sistema estudado. Através da análise de
frequência e ao longo do tempo do sistema com os dois modelos, conclui-se que a
região de atração da partícula pode ser identificada através do estudo da frequência
natural do sistema constituído pela viga e partícula. Nesta região verifica-se que a
influência das não-linearidades é amplificada e, também, que há mudanças repentinas
da amplitude de vibração, estimadas com bons resultados no modelo não-linear
enquanto que não são previstas no modelo linear.
Seguidamente, será apresentada uma revisão bibliográfica de temas mais particulares
relacionados com os sistemas MEMS e que muito contribuem para a sua correta
modelação e conhecimento.
1.4.1 Amortecimento
Gosh e Mukherjee [14] em 2009 publicaram um artigo sobre a análise de vibrações em
regime livre e forçado em sistemas MEMS de vigas finas. Recorreram ao método de
elementos de fronteira (BEM), que se apresenta como um método interessante para o
estudo de estruturas finas, para modelar as solicitações eletrostáticas e ao método dos
elementos finitos (MEF) para modelar grandes deslocamentos das vigas finas. Para
acoplar as equações elétricas e mecânicas é utilizado um esquema de Newton baseado
no formalismo de Lagrange. Assim é possível associar os métodos MEF e BEM para
que através do método de Newmark se proceda à integração temporal para se obter a
resposta temporal do sistema. Neste problema são consideradas não-linearidades devido
às flechas significativas que afetam as forças eletrostáticas e o deslocamento
correspondente. Neste estudo não foi considerado amortecimento. Contudo, Gosh e
Mukherjee [15] no mesmo ano publicaram um artigo no qual é considerado o
amortecimento para o mesmo tipo de sistema, MEMS constituídos por vigas finas,
tendo sido feita a análise de vibrações livres e forçadas amortecidas. O amortecimento
considerado é provocado por um fluido que envolve as vigas. Para modelar o
7amortecimento foi considerado um modelo de escoamento de Stokes. Foi feita uma
abordagem à parte eletrostática e mecânica igual à do artigo anteriormente referenciado,
tendo neste sido utilizadas também as equações de Lagrange para o escoamento do
fluido que foram integradas nas equações do campo elétrico e mecânico. Foi necessário
garantir a continuidade entre o meio fluido e a estrutura mecânica. O problema de
Lagrange é solucionado com recurso a um esquema newtoniano cuja integração em
ordem ao tempo é obtida através do método de Newmark. Este método desenvolvido
para vigas finas pode também ser utilizado em sistemas de geometria mais complexa,
como vigas e placas de espessura variável, com furos, etc. apresentando melhores
resultados do que os métodos analíticos e semi-analíticos.
Younis [2] em 2004 propôs uma nova abordagem para a modelação e simulação de
microestruturas flexíveis sob os efeitos de amortecimento squeeze-film, solicitação
eletrostática e outros tipos de solicitação exteriores. É utilizada a equação de Reynolds
para fluídos compressíveis acoplada com a equação que caracteriza a deflexão da placa.
Este método tem em consideração o escorregamento a baixas pressões. Métodos de
perturbação são utilizados para derivar a expressão analítica da distribuição das
pressões. Esta expressão é substituída na equação de placa e esta é resolvida através de
um método de elementos finitos que tem em consideração a forma do sistema, a
distribuição de pressões, as frequências naturais e os fatores de qualidade. Este método
é aplicado a vários sistemas distintos, como placas circulares e retangulares. Um modelo
reduzido obtido para este tipo de exemplos é um modelo que utiliza a equação não-
linear de vigas de Euler-Bernoulli, a equação de placa de von Kármán e a equação de
fluidos compressíveis de Reynolds.
Neste mesmo trabalho também é apresentado um modelo considerando amortecimento
termoelástico. A equação de calor para o fluxo térmico através da placa é solucionada
em termos dos modos estruturais e consequentemente é desacoplada a equação térmica
da equação da placa. Utilizam um método de perturbação para derivar as equações
analíticas para os fatores de qualidade de uma microplaca com as condições de fronteira
e considerando a solicitação eletrostática e as tensões residuais.
É feita uma análise dinâmica e simulação de sistemas MEMS resonator e RF MEMS
switches constituídos por micro vigas. É estudado o efeito de pull-in e proposto um
critério para o design deste tipo de sistemas. É investigada a resposta de micro vigas
8quando excitadas com tensão DC e AC, quer a uma frequência igual a metade da
frequência natural fundamental do sistema, quer a uma frequência igual ao dobro da
frequência natural do sistema. Para a primeira solicitação foi estudado o efeito da
variação da tensão DC, do amortecimento e da tensão AC na amplitude das curvas de
resposta em frequência.
1.4.2 Fenómeno Pull-in
O fenómeno de pull-in surge quando o sistema atinge o equilíbrio estático com uma
distância entre elétrodos igual a dois terços da distância de equilíbrio inicial. O sistema
adquire um equilíbrio instável em que os elétrodos podem entrar em contacto se ele for
sujeito a uma perturbação. Este fenómeno limita a faixa de utilização deste tipo de
sistemas. Há, porém, aplicações em desenvolvimento que utilizam este fenómeno como
princípio de funcionamento.
Zhao, Rahman e Nayfeh [16] em 2004 propuseram um modelo para um sistema
MEMSconstituído por uma micro-placa solicitada electrostaticamente. Para tal,
consideraram a não linearidade eletrostática e aproximaram o comportamento da placa
ao plano médio desta. Para obterem os modos naturais de vibração utilizaram o método
dos elementos finitos com elementos do tipo h. Através de uma aproximação de
Galerkin discretizaram as equações de movimento de derivadas parciais e respectivas
condições de fronteira num sistema de equações diferenciais de segunda ordem não-
lineares acopladas. O método foi validado experimentalmente e através da resolução do
sistema de parâmetros distribuídos. Com este modelo estudaram a flecha da placa
provocada por solicitações DC e o efeito de pull-in. No estudo levado a cabo neste
artigo concluiu-se que os resultados obtidos considerando uma teoria linear apresentam
erros elevados quando comparados com os obtidos por uma teoria que considere a não
linearidade. Os resultados indicam que é fundamental considerar-se a não linearidade
geométrica de forma a não se subestimarem os limites estáveis.
Huang, Liu, Deng, Zhang, Ahn e Asundi [5], em 2004 fizeram a caracterização de um
sistema constituído por um micro-espelho solicitado de forma eletrostática. Para tal,
utilizaram um modelo teórico que estabelece a relação entre a flexão e a torção do
sistema, fazendo a caracterização das propriedades estáticas, nomeadamente o pull-in.
9Foi utilizado o modelo de capacitância entre placas paralelas para se obterem as
equações de equilíbrio estático do sistema e assim chegar-se à relação entre o ângulo de
torção, flecha e tensão elétrica aplicada. Concluíram que o efeito pull-in é dependente
da posição e das dimensões do elétrodo, bem como da razão entre o fenómeno de torção
e o de flexão da viga de torção. Esta razão apresenta uma influência fundamental no
efeito pull-in. A caracterização do sistema foi validada de forma experimental com
resultados muito semelhantes.
Spinello [17] em 2006 estudou o fenómeno pull-in em micro-vigas de MEMS
provocado por forças de Coulomb e em membranas MEMS também provocadas por
forças de Coulomb e de Casimir. Estudou, ainda, a instabilidade mecânica provocada
pela temperatura em condutores termoviscoplásticos que diminuem a rigidez devido aos
efeitos das tensões. Para modelar estes problemas Spinello recorreu a um método sem
malha Petrov-Galerkin (MLPG) e utilizou o método dos multiplicadores de Lagrange
para se aplicarem as condições de fronteira. É utilizado o método dos mínimos
múltiplos quadrados para gerar as funções de teste que também servem como funções
peso usadas neste método. Para o problema eletromecânico a tensão e a deflexão pull-in
são obtidos por combinação do MLPG com um algoritmo iterativo para a obtenção da
flecha pull-in ou pseudoarclength continuation method. Estes métodos apresentaram
resultados coerentes com os métodos de elementos finitos. Apesar de mais pesados do
ponto de vista informático apresentam resultados mais precisos.
Younis [2] em 2004, na análise dinâmica e simulação de sistemas MEMS resonator e
RF MEMS switches constituídos por micro vigas, estudou o efeito de pull-in. Para uma
frequência igual ao dobro da frequência natural do sistema foi mostrado que no caso da
solicitação AC atingir um determinado valor limiar é ativada a ressonância do sistema e
todas as curvas de resposta em frequência atingem o pull-in.
1.4.3 Ressonância interna/Modos intrínsecos de vibração
Dick, Balachandran e Mote em 2007 [18] apresentaram o estudo sobre os modos
intrínsecos de vibração e a sua relação com a não-linearidade intrínseca do sistema. A
energia pode ficar armazenada num local específico dum sistema discreto como
resultado da não-linearidade do sistema e não devido a quaisquer defeitos ou impurezas
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presentes no sistema. Estudaram este tipo de fenómeno em sistemas micro vigas em
balanço e em microresonator. Para o estudo de vibração não-linear foi utilizado o
método de escalas múltiplas e métodos para construir modos normais não lineares.
Concluíram que é possível considerar os modos intrínsecos de vibração como modos de
vibração não linear forçada.
Vyas, Peroulis e Bajaj [19] em 2008 apresentaram uma forma de funcionamento de um
sistema MEMS que se baseia no princípio de interação entre formas modais não lineares
devido à ressonância interna. Estudaram um sistema do tipo pedal solicitado
electrostaticamente no qual é considerada a ressonância interna entre o modo de
vibração de torção e o de flexão. O design do sistema garante que a frequência de
vibração mais elevada do modo de flexão excite o modo de frequência mais baixa do
modo de torção de uma forma auto paramétrica. Neste caso, estes dois modos de
vibração apresentam frequências naturais de vibração com uma relação de 1:2. Para
desenvolver o modelo dinâmico do sistema é utilizada a formulação de Lagrange. O
comportamento dinâmico do sistema é modelado por um modelo de dois graus de
liberdade que retém os acoplamentos não-lineares entre os dois modos. A consideração
da força eletrostática permite o estudo do equilíbrio estático e da tensão de pull-in.
Aplicando uma tensão AC ao sistema é possível simular situações de ressonância no
modo de frequência de flexão mais elevada e estudar os efeitos de amortecimento, de
massa e perturbações estruturais resultantes das dimensões do sistema.
Em 2002, Younis e Nayfeh [20] investigaram a resposta de um sistema de ressonância
constituído por uma micro-viga eletricamente solicitada. É utilizado um modelo não-
linear que tem em consideração a deformação do plano médio, a força eletrostática DC
e a força harmónica AC. Para obter duas equações diferenciais ordinárias não-lineares
que modelem a resposta, fase e estabilidade do sistema é utilizado um método de
perturbação, em particular o método das escalas múltiplas. Este método foi validado por
comparação de resultados de estudos já publicados. É investigado o caso de ressonância
interna de 3:1. São estudados os efeitos dos parâmetros de design na resposta dinâmica
do sistema. O aumento da força axial leva a uma resposta mais próxima de um modelo
linear e diminui o desvio de frequência indesejável provocado pelas não-linearidades.
Por outro lado, aumentando a deformação do plano médio o efeito é contrário. É
verificado que a solicitação eletrostática DC afeta as curvas de resposta em frequência.
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Uma avaliação errónea das condições de não-linearidade pode levar a resultados menos
precisos e por vezes com erros significativos.
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2. Formulação
2.1 Formulação do elemento finito do tipo p
Neste capítulo será apresentada a formulação de um elemento finito do tipo p de placa
considerando a placa elástica e isotrópica, com espessura constante h, largura a e
comprimento b. Para a formulação de elemento finito será considerada a formulação de
Reissner-Mindlin, também conhecida com teoria de placas espessas ou teoria de
deformação de corte transversal de primeira ordem [21-23,25-28].
Figura 1 - Elemento de placa com deslocamentos, coordenadas locais e globais
Esta teoria considera o efeito da deformação por esforço transverso bem como a inércia
de rotação da secção [21-23,25-28]. As secções retas e inicialmente perpendiculares ao
plano médio da placa permanecem retas mas não necessariamente perpendiculares a
este plano após deformação do elemento [23].
Assim, as componentes do deslocamento segundo as direções x e y, u e v
respetivamente, são função das componentes do deslocamento de pontos do plano
médio, 0u e 0v , e das rotações independentes em x e y das secções normais ao plano
médio, 0x e 0y . Assume-se que o deslocamento segundo a direção z, w, apenas depende
de x e y. O sobrescrito 0 é a notação utilizada para indicar que se trata do plano médio.
Considerando um ponto de coordenadas (x,y,z) as suas componentes de deslocamento
são dadas por
 tyxztyxutzyxu y ,,),,(),,,( 00  (1)
     tyxztyxvtzyxv x ,,,,,,, 00  (2)
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   tyxwtzyxw ,,,,, 0 (3)
As deformações são, então, dadas por
xxx z 0 (4)
yyy z 0 (5)





Onde 0x , 0y e 0xy são as componentes das deformações no plano para z = 0 e,
seguindo a teoria de Von Kármán [29], são definidas pelas seguintes equações não-
lineares:
 20,0,0 21 xxx wu  ,  20,0,0 21 yyy wv  , 0,0,0,0,0 yxxyxy wwvu  , (9)
Em que 0,xu representa a derivada parcial x
u

 0 . Os termos x , y e xy nas equações






















yxzx w  , 00,0 xyyz w  (11)
O vetor deslocamentos do plano médio de cada elemento, que contém os deslocamentos























































Onde  uq ,  vq são vetores dos deslocamentos generalizados no plano da placa, wq é o
vetor do deslocamento generalizado na direção normal à placa e  yq e xq são os
vetores das rotações generalizadas.
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            
(13)
Esta matriz é constituída pelos vetores das funções de forma bidimensionais
correspondentes aos deslocamentos no plano e normais à placa e, também, pelos vetores
de funções de forma das rotações.
Estes vetores são dados por:
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                1 1 1 2, , i iT Tu v p pN N g g g g g g        (14)
               oo ppTw ffffffN ,, 2111 (15)




TyN ,, 2111 (16)
                xpxxpxxxxxTxN ,, 2111 (17)
Os vetores {g} e {f} são funções de forma para os deslocamentos no plano e na normal
à placa e {y} e {x} são os vetores das funções de forma para as rotações da placa. pi é
o número de funções de forma unidimensionais utilizadas para as componentes do
deslocamento no plano da placa, po é o número correspondente aos deslocamentos na
direção normal à placa, yp e xp correspondem às rotações em torno de y e x,
respetivamente.  e  são coordenadas adimensionaislocais. As funções utilizadas neste
elemento encontram-se no Anexo A.
É possível escolher a ordem das funções de forma a utilizar, sendo que com o aumento
da ordem destas aumentará a precisão do elemento.
Para os deslocamentos normais à placa as funções utilizadas são obtidas através de
polinómios de Legendre e utilizando, também, os quatro primeiros polinómios de
Hermite. No caso de encastramento requer um baixo número de graus de liberdade [21],
assim como para o caso de apoio simples [30]. Com estes polinómios torna-se simples a
implementação das condições de fronteira, isto porque apenas o valor ou a primeira
derivada de cada um dos polinómios Hermitianos é diferente de zero no início ou no fim
do elemento. Todas as outras funções de ordem superior apresentam amplitudes e
derivadas zero nas extremidades, ou seja, para =-1 e =1.
As funções utilizadas para os deslocamentos no plano da placa e para as rotações são os
polinómios g conjugados com funções lineares. Estas apresentam valor zero nas
extremidades mas derivada diferente de zero.
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Para a análise de uma simples placa retangular são obtidos melhores resultados com a
utilização de apenas um elemento do que utilizando vários elementos, para o mesmo
número de graus de liberdade.
No último caso, a relação entre as coordenadas locais e globais é a indicada
seguidamente:
  2 2x a y b, (18)
No caso de apenas ser suficiente um elemento para discretizar o sistema as matrizes
obtidas são as matrizes globais deste. Se forem necessários mais do que um elemento
para discretizar o sistema terá que ser efetuada uma associação dos elementos
utilizados. O processo é semelhante ao seguido na versão h, a mais comum, do Método
dos Elementos Finitos [26, 31]. Porém, no caso dos elementos p, este processo, não
afeta os graus de liberdade internos que correspondem a funções de forma de graus
superiores e que apresentam deslocamentos e rotações de valor zero nas
extremidadesEntre as versões p e a h, a diferença mais relevante na junção (assembly)
de vários elementos deve-se aos graus de liberdade que envolvem simultaneamente
funções com valor diferente de zero na fronteira do elemento e funções de ordem
superior. Para se proceder à junção dos elementos é necessário considerar que os graus
de liberdade com influência nas extremidades dos elementos comuns têm o mesmo
deslocamento e rotação.



















































































Onde E é o módulo de Young,  é o coeficiente de Poisson e  é o fator de correção de
corte que é usado para corrigir o efeito da distribuição não-uniforme das tensões
tangenciais ao longo da espessura da placa [21-23]. É usual considerar-se =5/6 [21-
23], embora outros fatores tenham sido propostos [32].





















































As componentes da deformação no plano e devidas à flexão, { p0 } e { b0 }, assim como






















































































Utilizando (12) é possível apresentar as deformações em termos de funções de forma e
de deslocamentos generalizados:
     















































































  Lp =
      
      



































































Procedendo da mesma forma, utilizando (12) é possível apresentar
   






































Em seguida apresentam-se a forma de cálculo das forças existentes no plano da placa
 xyyx TTT ,, bem como os momentos  xyyx MMM ,, , por unidade de
comprimento




     22 ,,,,
h
h xyyxxyyx dzzMMM (29)
As forças de corte resultantes, também por unidade de comprimento, são obtidas por
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Substituindo a equação (19) nas equações (28) a (30), obtém-se as equações
constitutivas da placa:
   





































   AhD 12
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 (34)








Onde, como referido anteriormente, E é o módulo de Young,  é o fator de correção de
corte e h é a espessura da placa.
Para se obterem as equações de movimento da placa recorre-se ao Teorema dos
Trabalhos Virtuais. O trabalho virtual das forças internas é dado por















































0       dCT
(37)
Da equação (37) é possível definir as matrizes rigidez de flexão e de corte:

































































 1K  
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De (37) é possível definir as matrizes não lineares [K2{qw}] e [K4{qw}]. A primeira,
[K2{qw}], depende linearmente dos deslocamentos generalizados transversos {qw}. A
segunda, [K4{qw}], por seu lado, depende do quadrado de {qw}. Estas encontram-se
definidas na referência [21], bem como a matriz [K1p].
Para as forças de inércia o trabalho virtual é dado por




Ou em termos de coordenadas e acelerações generalizadas
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Que de forma reduzida é apresentada de seguida
 
   































Em que [Mp] e [Mb] são as matrizes de inércia no plano e na direção normal à placa, e
[MRy] e [MRx] são as matrizes devidas à inércia de rotação da placa.
Assim, é possível obterem-se as equações de movimento em coordenadas generalizadas:
   
   
 




























































































































































































Os deslocamentos que ocorrem no plano médio do plano da placa são muito inferiores
aos ocorridos no plano normal à mesma [21]. Estes podem ser obtidos por:
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Desta forma é possível desprezar a influência da inércia e amortecimento no plano da
placa e, assim, as equações podem ser reduzidas a:
   
 










































































































Assim, obtêm-se as equações de movimento natural de vibração de uma placa.
2.2 Forças eletrostáticas
A força eletrostática é um dos tipos de forças utilizadas para solicitar sistemas
mecânicos. A sua aplicação é rara nas estruturas macro pois são necessárias tensões
elétricas muito elevadas. Contudo, em estruturas com dimensões na escala de
micrómetros apresenta várias vantagens relativamente a outros tipos de forças, como as
forças piezoelétricas, magnéticas e térmicas [2, 3]. O princípio da eletrostática é comum
tanto em aplicações em que é utilizado para solicitar a estrutura como também quando é
utilizado para funções sensoriais. Alguns exemplos de sensores que utilizam forças
eletrostáticas são os acelerómetros capacitivos e os sensores capacitivos. A utilização da
eletrostática com função de solicitação é aplicada a microetruturas, como interruptores,
micro-grippers, micro-relés e motores elétricos, entre outros. A utilização da solicitação
eletrostática em MEMS é bastante interessante devido à eficiência, à elevada densidade
energética e às elevadas forças presentes. Para além disto, os atuadores eletrostáticos
apresentam vantagens devido à simplicidade de projeto, resposta rápida, capacidade de
executar um movimento rotativo e o baixo consumo energético [2,3].
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2.2.1 Modelo eletrostático Parallel Plate Actuators(PPA)
Este modelo baseia-se no princípio de funcionamento de um condensador. Consiste em
dois elétrodos de placa paralelos em que um deles é fixo e o outro move-se,
aproximando ou afastando-se do primeiro. Entre as duas placas há uma substância
chamada dielétrico que é uma substância isolante e, portanto, apresenta elevada
resistência ao fluxo de corrente elétrica. Alguns exemplos dielétricos são o
polipropileno, o poliéster, a cerâmica, o vidro, entre outros. Pode também ser utilizado o
ar como dielétrico, contudo este quando sujeito a campos de tensões elétricas elevadas
acaba por se tornar condutor.
Figura 2 - Esquema do modelo do atuador de placas paralelas
A placa que se move está ligada ao exterior através de um ou mais elementos flexíveis,
aqui representados por molas. Quando a tensão entre elétrodos é zero, a força
eletrostática é nula, resultando numa distância, d, entre elétrodos em repouso. Por
aplicação de uma diferença de potencial superior a zero, a força eletrostática provoca a
aproximação dos elétrodos, por deslocamento do elétrodo móvel, até que a força da
mola iguale a força eletrostática.







Onde V é a diferença de potencial existente entre as placas, em que a unidade é o volt
(V) e C é a capacitância do sistema, propriedade que este tem de armazenar carga
elétrica, cuja unidade é o farad (F). A capacitância pode ser definida pela expressão
qC V
(48)
Onde q é a carga elétrica nas placas e tem como unidade SI o coulomb (C). A
capacitância pode também ser calculada através do conhecimento da geometria dos
condutores e da propriedade dielétrica do isolante utilizado.




Sendo Aa área dos elétrodos, εr é a constante dielétrica relativa, ε0 é a constante
dielétrica do vácuo (ε0 ≈ 8.854×10−12 F m–1) e d é a distância entre placas. Assim, se
depreende que a capacitância é proporcional à área de sobreposição dos elétrodos e
inversamente proporcional à distância entre estes.
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Óxido de Alumínio 7 a 8
Cerâmica >10
Vidro 4 a 10
Vidro Pyrex 4,5
Mica 6 a 8
Papel 2 a 5
Pertinax 5
Policarbonato (MKC ou MAC) 3
Poliéster (MKT) 3,0 a 3,2
Polipropileno (MKP) 2,1 a 2,3
Poliestireno (MKS) 2,5
Porcelana 4 a 8
Óxido de Tântalo 11





0d x x  (51)









Se o elétrodo móvel se deslocar uma distância infinitesimal, Δx, aproximando-se do
elétrodo fixo e a tensão entre elétrodos, V, se mantiver constante, o sistema receberá
energia da fonte de alimentação aumentando assim a sua energia.











dEdEF x x xdx dx    
(53)
Onde FeΔx é igual à energia ganha pela capacitância do atuador menos a energia interna
cedida pela fonte de alimentação. Fe é a força eletrostática presente no atuador.
Admitindo que a força permanece constante durante o pequeno incremento é possível
simplificar a equação (53) dividindo ambos os membros por Δx
fc
e









c rdE V AV dC x
dx dx x x
    
(55)
e
( )fdE dq xVdx dx
(56)
Sendo








f rdE V AdC xVdx dx x x
    
(58)
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0 0 02( ) ( ) 2( )
r r r
e
V A V A V AF x x x x x x
          
(59)
É assim visível que a força eletrostática é proporcional ao quadrado da tensão entre os
elétrodos, à área dos mesmos e às constantes dielétricas, sendo, por outro lado,
inversamente proporcional ao quadrado da distância entre elétrodos.
Considerando a massa m, a rigidez k da mola e o amortecimento c do sistema mecânico
representado na Figura 2e utilizando a segunda lei de Newton obtém-se a equação
diferencial ordinária que descreve o sistema
emx cx kx F     (60)
A força eletrostática é contabilizada com sinal negativo pois por definição quando estaé
positiva obriga a um deslocamento do elétrodo no sentido negativo da direção x.





rV Akx x x
   
(61)
Para uma tensão V, superior a zero, aplicada ao sistema, obtêm-se duas soluções para x,
que representam dois pontos de equilíbrio, uma estável e a outra instável [34]. Para uma
tensão residual aplicada, o ponto estável de equilíbrio estático encontra-se para x=0 e o
ponto instável situa-se a x=x0 [34]. Com o aumento da tensão os dois pontos de
equilíbrio aproximam-se um do outro convergindo por fim para um único ponto de
equilíbrio instável. Este ponto de equilíbrio surge quando o espaço entre os elétrodos
iguala dois terços da distância inicial x0, ou por outro lado, quando a deformação da
mola atinge um terço do intervalo entre elétrodos inicial, x0 [34, 35].A tensão para a
qual esta convergência acontece é chamada de tensão de pull-in.
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Figura 3 - Pontos de equilíbrio estável e instável para um atuador eletrostático de placa [34]
Na Figura 3 é mostrada a relação entre a força eletrostática e da mola para um atuador
de placas paralelas. Para a força eletrostática foram consideradas diferentes tensões,
representadas nas cores azul, verde e vermelho, sendo que os valores apresentados para
cada uma são valores normalizados em relação à tensão de pull-in. A força da mola
encontra-se representada pela reta preta.
Pela análise da Figura 3 verifica-se que a reta que representa a força da mola interseta as
curvas da força eletrostática (com tensão inferior à tensão de pull-in, vs=0.6 e 0.8) em
dois pontos, que representam dois pontos de posição de equilíbrio sendo um estável e
outro instável. Para um deslocamento inferior a um terço da distância inicial, se houver
uma perturbação que provoque deslocamento o atuador regressará ao ponto de
equilíbrio. Esta resposta surge porque a força da mola é superior à força eletrostática na
direção do deslocamento [34].
Quando é aplicada uma tensão V aos dois elétrodos que ultrapassa um valor limite Vpio
sistema adquire um equilíbrio instável e assim o elétrodo móvel pode entrar em contacto
com o elétrodo fixo. Este fenómeno é chamado pull-in e tende a limitar a faixa de
utilização estável de muitos sensores e atuadores MEMS [3,36].
O fenómeno de pull-in ocorre quando o deslocamento do elétrodo livre atinge um terço
do valor da distância entre elétrodos inicial. O equilíbrio atingido neste ponto é instável,
pois nesta situação a força eletrostática domina a força da mola, sendo, portanto, a força
eletrostática sempre superior à força da mola, para tensões superiores à tensão de pull-
in. Quando este estado é atingido há apenas um ponto de equilíbrio que é instável, como
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é visível na Figura 3 [34]. Se houver uma perturbação no sistema, nesta condição de
funcionamento, os elétrodos podem entrar em contacto.









Assim o método PPA tem algumas limitações para intervalos de movimento que
ultrapassem o último terço de x0 [3, 34, 35].
Visto o fenómeno de pull-in surgir quando o espaço entre elétrodos se reduz a dois
terços do espaço inicial, este constitui uma limitação ao atuador eletrostático, devido à
instabilidade inerente. Como tal, a procura por conferir estabilidade para além desse
intervalo tem vindo a ser alvo de estudo [3].
2.2.2 Aplicação do teorema dos trabalhos virtuais
O elemento finito do tipo p aqui utilizado foi formulado recorrendo ao Teorema dos
Trabalhos Virtuais (TTV). A força eletrostática trata-se de uma força externa, pelo que é
necessário calcular o trabalho virtual desta força, para a incluir nas equações de
movimento nas coordenadas generalizadas. Utilizando a expressão (59), e alterando x
por w para que seja coerente com a nomenclatura utilizada na formulação do elemento







F VP A x w
   
(63)
A força num elemento de área é dada por Pedxdy. Assim, o trabalho virtual
correspondente a uma força num elemento de área é:
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e eW Pdxdy w     T www q N  (64)
Então o trabalho realizado pela força Fe é:
       T Tw we e w e w ex y x yW P q N dA W q P N dA         (65)
Pode-se então obter o vetor de forças exteriores:
   
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1 2
( ) ( )
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Contudo, o vetor de forças  wQ é uma função não linear do deslocamento na direção z.
Seguidamente desenvolve-se Pe em série de Taylor em torno de x0, ou seja, para w=0,
considerando os dois primeiros termos desta. Utilizando, para simplificar a expansão em
série de Taylor, apenas na parte não linear de Pe e definindo-a por fe(w) obtemos:
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1( ) 2 ( )ef w x w o wx
  
(69)
Se, numa primeira aproximação, considerarmos 2
0
1( )ef w x e sabendo que 2 .dx a d
e 2 .dy b d , então o vetor de forças generalizadas segundo o eixo dos zz é:
   2 02
0
42
w wrVQ N abd dx  
     
(70)
No caso de serem considerados os dois primeiros termos da expansão de Pe em série de
Taylor, temos:
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   ( , , ) Tw ww t N q   (72)
Analisando {Q1w} verifica-se que se pode escrever como o produto de uma matriz por
um vetor, pelo que
    
 
 2 01 3
0





VQ N N w t ab d d qx  
        

(73)
Onde [Ke] é a matriz de rigidez da componente da força eletrostática.
Aplicando o TTV, em que o trabalho virtual das forças externas é igual ao trabalho
virtual das forças internas e das forças de inércia,
32
ext int inW W W    (74)
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                                       
(75)
Assim, pelo TTV, obtemos as equações diferenciais de movimento que caracterizam um
sistema de placa solicitado eletrostaticamente.
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3. Modos de vibração - análise estrutural
3.1 Frequências naturais e formas naturais de vibração
As equações diferenciais de movimento de um sistema discreto com n graus de
liberdade formam um sistema de n equações diferenciais ordinárias de 2ª ordem na
variável tempo, como descrito na secção sobre a formulação do elemento p. As
equações de movimento podem escrever-se na forma matricial
       M q K q R  (76)
Onde  M e K são a matriz de massa e a matriz de rigidez, respetivamente,  q e  q
representam, respetivamente, as coordenadas e as velocidades generalizadas, e o vetor
 R representa a solicitação externa que atua no sistema. As matrizes de massa e de
rigidez são de dimensão *n n e os vetores de coordenadas, velocidades e força são de
dimensão *1n . As matrizes de massa e rigidez são simétricas em sistemas lineares, isto
é,
   TM M    TK K (77)
Em regime livre ou natural a solicitação externa é nula,   0R  , pelo que as equações
(77) se escrevem,
       0M q K q  (78)
Neste regime as equações de movimento constituem um sistema de equações
diferenciais ordinárias homogéneas. Assim, para se obter a resposta do sistema em
regime livre ou natural é necessário resolver este sistema de equações. Para tal
considere-se a hipótese que o sistema efetua um movimento síncrono de frequência ɷ
[37]. Assim sendo, a solução para {q} pode apresentar-se na seguinte forma,
   cos( )q u t   (79)
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Onde as componentes de {u} representam as razões entre as amplitudes de movimento
para qi com i=1,…,n. Substituindo esta solução na equação de movimento (78), obtém-
se
       2 cos( ) 0M K u t        (80)
É necessário que a solução arbitrada verifique as equações de movimento para todo o
instante de tempo t com cos(ɷt-ɸ) diferente de zero, então o vetor {u} deve verificar o
sistema de equações algébricas homogéneas apresentado
       2 0K M u    (81)
A solução deste sistema permite obter a solução para as amplitudes do movimento
harmónico {u}. Uma das soluções é a solução trivial {u}={0} que corresponde à
posição de equilíbrio estático do sistema e, portanto, à ausência de vibração. No caso de
existirem soluções não triviais, o determinante da matriz dos coeficientes do sistema
homogéneo (81) tem de ser nulo,
   2( ) 0K M     (82)
Este determinante (82) designa-se por determinante característico e conduz a uma
equação polinomial de grau n em ɷ2, a equação característica ou de frequências. As
suas raízes ɷi2 com i=1,…,n, são os valores particulares de ɷ2 para os quais o sistema
homogéneo (81) admite soluções não nulas para o vetor {u}, designadas por valores
característicos e que representam o quadrado das frequências naturais de vibração do
sistema. Desta forma, para o sistema com n graus de liberdade, o sistema homogéneo
admite n soluções não nulas para {u} que correspondem às n frequências naturais ɷi
com i=1,…,n,
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       
 1,...,i n
(83)
Assim, o sistema possui n soluções não triviais da forma (79) em que cada uma
representa um movimento síncrono caracterizado pelas respetivas frequências ɷi e pelos
respetivos vetores de amplitudes {u}i com i=1,…,n.
    cos( )i ii iq u t   1,...,i n (84)
Introduzindo no sistema homogéneo (81) os quadrados das frequências naturais obtidas
ɷ2=ɷi2 para i=1,…,n obtêm-se as razões entre as componentes de cada vetor de
amplitudes {u}i, ou seja obtêm-se as soluções não nulas do sistema de equações
       2 0i iK M u    1,...,i n (85)
É de notar que, como a solução de um sistema homogéneo é definida a menos de uma
constante, isto é, {u}i é solução do sistema (85) bem como o vetor α{u}i, com α
constante, apenas as razões entre as componentes do vetor solução são únicas.
As n soluções distintas (ɷi2;{u}i) com i=1,…,n do problema homogéneo constituem n
modos para os quais o movimento harmónico síncrono do sistema é possível. Estes n
modos designam-se por modos naturais de vibração.
Os modos naturais de vibração constituem uma propriedade intrínseca do sistema e são
únicos para um dado sistema, exceto a grandeza das componentes dos vetores modais
que podem ter diversos valores, mas mantendo sempre as razões entre eles, sendo
apenas estas únicas [37].
36
3.2 Materiais utilizados em MEMS
Com a evolução tecnológica e com o aumento de utilização dos dispositivos MEMS tem
surgido a aplicação de novos materiais. Em seguida, serão apresentados alguns dos
materiais utilizados nestes sistemas.
Há três grupos de materiais com interesse na construção de sistemas MEMS: materiais
condutores, semicondutores e isolantes [6]. Os materiais mais utilizados em MEMS são
o silício (Si), germânio (Ge) e o arsenieto de gálio (GaAs). Estes materiais estão
incluídos no grupo dos semicondutores.
Este tipo de material é utilizado pois apresentam propriedades que os situa entre os
condutores e os isolantes, sendo que podem servir como condutores ou isolantes
conforme as necessidades [6]. Esta adaptação, no caso do silício pode ser conseguida
através da ligação com outro material, formando-se um silício do tipo n ou p para se
obter um material condutor, por exemplo [6]. Este é um exemplo aplicado ao silício,
mas todos os materiais semicondutores permitem este tipo de ligação de forma a
obterem características de condutores ou de isolantes.
Outra das vantagens da utilização de semicondutores prende-se com os processos de
fabrico que se encontram com um grau de desenvolvimento elevado, assim como o
equipamento necessário para a sua elaboração.
Há dois tipos de materiais utilizados na construção de sistemas MEMS, que são:
materiais ativos e materiais passivos.
Materiais ativos tipicamente utilizados são o silício, o germânio, o arsenieto de gálio e o
quartzo. São todos semicondutores, exceto o quartzo que é considerado um material
isolante. Estes materiais apresentam um sistema cristalino cúbico com ligações atómicas
formando um tetraedro. A utilização destes materiais como materiais ativos devido à
sua estabilidade dimensional que se mostra relativamente insensível às condições
ambientais. Esta revela-se uma condição crítica no caso de sensores e atuadores de
elevada precisão [6].
O silício é porém o material mais popular neste tipo de sistemas. A sua utilização está
diretamente relacionada com as suas características mecânicas:
 É mecanicamente estável;
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 É praticamente um material ideal em termos mecânicos, pois apresenta um
módulo de Young muito semelhante ao do aço (aprox. 2x105MPa) mas é tão
leve quanto o alumínio (densidade aprox. 2,3 g/cm3);
 Apresenta um ponto de fusão elevado, 1400ºC, aproximadamente o dobro do
alumínio, o que lhe confere estabilidade mesmo a elevadas temperaturas;
 Tem um coeficiente de expansão térmica oito vezes inferior ao do aço e dez
vezes inferior ao do alumínio;
 Como não apresenta histerese é um material muito interessante para aplicações
em sensores e atuadores;
 Este material possibilita uma maior flexibilidade no design e construção do que
outros materiais [38].
O silício pode ser utilizado puro, apresentando uma forma de monocristal, ou associado
com outros materiais. Por exemplo, para se formar silício do tipo n pode ser utilizado
fosforo (P), arsénio (As) e antimónio (Sb). Para se obter silício do tipo p utiliza-se,
geralmente, boro (B). Para se obterem este tipo de silícios podem-se utilizar processos
de difusão ou implantação iónica.
Há ainda alguns compostos de silício muito utilizados. São eles o dióxido de silício
(SiO2), carboneto de silício (SiC) e nitreto de silício (Si3N4). O primeiro é aplicado
como isolador elétrico e térmico. O segundo apresenta elevada estabilidade dimensional
e química a elevadas temperaturas, bem como elevada resistência à oxidação, pelo que
são depositados em finas peliculas para proteger os componentes do sistema MEMS. O
terceiro tem características muito interessantes para estes sistemas. É um excelente
difusor de água e de iões de sódio e é muito resistente à oxidação. É utilizado em
encapsulamentos para prevenir a difusão de água e outros fluídos e em estruturas que
servem para orientar as ondas eletromagnéticas no espectro ótico.
São utilizados outros tipos de materiais que possuem silício, como o polisilício, que é
muito utilizado em transístores e em resistências, ou o silício piezorresistivo, utilizado
em micro-sensores e atuadores [6].
O arsenieto de gálio é um semi-condutor que devido à elevada mobilidade dos seus
eletrões é bastante utilizado para integração monolítica de dispositivos eletrónicos e
fotónicos. A mobilidade apresentada é sete vezes superior à do silício. Sendoportanto
esta uma característica que o distingue dos restantes materiais utilizados promove a
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condutividade de corrente elétrica. É, para além disso, bom isolador térmico com
excelente estabilidade dimensional a elevadas temperaturas. Contudo, este é um
material mais caro do que o silício.
O quartzo é também um dos materiais utilizados em alguns dispositivos MEMS. É um
material quase ideal para sensores pois apresenta uma estabilidade dimensional com a
variação da temperatura muito boa, sendo melhor neste aspeto que o silício. É utilizado
em muitos dispositivos piezoelétricos, filtros eletrónicos e dispositivos de ressonância.
Apresenta-se, contudo, um material de difícil maquinagem.
Tabela 2 - Características mecânicas e termoplásticas de materiais usados em MEMS [6]
Na Tabela 2 apresentam-se alguns dos materiais utilizados e já referidos, bem como as
suas propriedades mais relevantes, como a tensão cedência, σy, o módulo de Young, E, a
densidade, ρ, o calor específico, c, a condutividade térmica, k, o coeficiente de expansão
térmica, α, e a temperatura de fusão, TM.
Estes são alguns dos materiais utilizados, e suas características, em dispositivos MEMS.
Outros materiais alternativos existem, e com o aumento da tecnologia, bem como o
aumento da utilização deste tipo de dispositivos, estão a ser estudados por forma a
poderem ser aplicados com o fim de se obterem estes dispositivos cada vez melhores e
mais eficazes.
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3.3 Frequência e formas naturais de vibração
A utilização de sistemas MEMS é já muito vasta mas continua a crescer e continuam a
aparecer, quase que diariamente, novas aplicações destes mecanismos. Para tal, tem-se
sentido a necessidade de estudar o comportamento estático e dinâmico destes
mecanismos de forma a poder prevê-lo e, assim, melhor dimensionar e construir. Estes
estudos são importantes quer por uma questão de fiabilidade e segurança, como quer
para controlar e diminuir os custos de produção dos equipamentos.
Neste capítulo serão levados a cabo alguns estudos dos modos naturais de vibração quer
com recurso ao elemento p, cuja formulação foi já demonstrada, como também com
recurso ao software ANSYS, ferramenta muito utilizada em análises estruturais. Os
sistemas estudados são muito utilizados e servem para diferentes aplicações em
dispositivos MEMS. São apresentados estudos para micro-placas e também para um
sistema de pedal já estudado na literatura [19].
3.3.1 Frequências e formas naturais de vibração em placas
Nesta secção serão estudadas aplicações do elemento de placa formulado anteriormente.
Para tal, serão considerados dois tipos de condições de fronteira: placa simplesmente
apoiada e placa encastrada, ambas as condições são aplicadas a todos os lados da placa
retangular. Em seguida é apresentado um esquema exemplificativo da placa, que serve
apenas para esquematizar as dimensões, não sendo, por isso, válidas as condições de
fronteira mostradas.
Figura 4 - Exemplo de placa com coordenadas globais e locais e dimensões da placa
Na tabela seguinte são apresentadas as dimensões da placa em estudo.
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O material selecionado para analisar as frequências e formas naturais de vibração da
placa nas diversas situações foi o polisilício, material já antes referido e que é muito
utilizado em estruturas deste tipo. As suas propriedades são apresentadas em seguida.
Tabela 4 - Propriedades do polisilício
Polisilício
E (GPa) ʋ ρ (kg/m3)
170 0,22 2330
3.3.1.1 Placa simplesmente apoiada
Nesta secção será estudada a aplicação de um elemento finito do tipo p, que é formulado
com base na teoria de Kirchhoff para placas finas. Na teoria de Kirchhoff desprezam-se
as deformações angulares transversais e a inércia devida à rotação da secção da placa,
considerando que a secção normal ao eixo da placa antes da deformação, permanecerá
normal ao mesmo eixo depois de a placa ser deformada. Assim, as equações (1)-(3) são
substituídas por
 0 0( , , , ) ( , , ) , ,xu x y z t u x y t zw x y t  (86)
     0 0, , , , , , ,yv x y z t v x y t zw x y t  (87)
   tyxwtzyxw ,,,,, 0 (88)
Onde
 0 , , ( , , )x ww x y t x y tx
 
(89)




Para formular o elemento utilizou-se a formulação apresentada em [40]. Esta
formulação foi estendida para aplicação a problemas geometricamente não lineares em
[41].
Este elemento é aplicado para obter os modos naturais de vibração de uma placa com as
dimensões da Tabela 3 e constituída por polisilício, cujas propriedades se encontram na
Tabela 4. Esta placa apresentará um apoio simples em todos os lados da mesma
impedindo o deslocamento segundo o eixo dos zz. Serão analisadas as frequências e
formas naturais de vibração utilizando diferentes números de funções de forma.
A adaptação do elemento finito às condições de fronteira deste problema passa pela não
consideração das funções de forma respeitantes ao deslocamento segundo o eixo dos zz
que apresentam, nos seus extremos, valores diferentes de zero para o deslocamento.




















1 4,59x106 4,59x106 4,59x106 4,59x106 4,63x106
2 7,14x106 7,14x106 7,14x106 7,14x106 7,19x106
3 1,14x107 1,14x107 1,14x107 1,14x107 1,15x107
4 1,58x107 1,58x107 1,58x107 1,58x107 1,59x107
5 1,73x107 1,73x107 1,73x107 1,73x107 1,74x107
6 1,84x107 1,84x107 1,84x107 1,84x107 1,85x107
7 2,26x107 2,26x107 2,26x107 2,26x107 2,28x107
8 2,49x107 2,49x107 2,49x107 2,49x107 2,51x107
9 2,85x107 2,85x107 2,85x107 2,85x107 2,88x107
10 3,45x107 3,43x107 3,43x107 3,43x107 3,48x107
Analisando a Tabela 5,constata-se que as frequências obtidas para os nove primeiros
modos naturais de vibração apresentam valores iguais (próximos devido ao
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arredondamento efetuado). No décimo valor de frequência há uma alteração do
resultado obtido recorrendo a 5 funções de forma para os resultados obtidos com mais
que 5 funções de forma. A alteração que surge com o aumento do número de funções é
residual. Contudo, dado o comportamento tão uniforme das frequências com o aumento
do número de funções de forma utilizadas, pode a precisão de cálculo, conseguido com
mais do que 5 funções de forma, não ser um aumento de precisão no valor de frequência
mas o surgimento de um outro modo natural de vibração. Pela análise da frequência
natural obtida de forma analítica, fica mais claro que poderá ser um outro modo natural
de vibração. É de notar que as frequências analíticas são inferiores às obtidas pelo
elemento finito do tipo p. Este facto pode advir das aproximações efetuadas no cálculo
das frequências analíticas.
Figura 5 - Primeira forma natural de vibração de placa simplesmente apoiada
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Figura 6 - Segunda forma natural de vibração de placa simplesmente apoiada
Figura 7 - Terceira forma natural de vibração de placa simplesmente apoiada
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Figura 8 - Quarta forma natural de vibração de placa simplesmente apoiada
Figura 9 - Quinta forma natural de vibração de placa simplesmente apoiada
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Figura 10 - Sexta forma natural de vibração de placa simplesmente apoiada
Figura 11 – Sétimaforma natural de vibração de placa simplesmente apoiada
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Figura 12 - Oitava forma natural de vibração de placa simplesmente apoiada
Figura 13–Nona forma natural de vibração de placa simplesmente apoiada
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Figura 14 - Décima forma natural de vibração de placa simplesmente apoiada (5 funções de forma)
Figura 15 - Décima forma natural de vibração placa simplesmente apoiada (6, 7 e 10 funções de
forma)
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Com a análise das formas naturais de vibração nota-se que são semelhantes para todos
os nove primeiros modos, Figuras 5-13. O décimo modo, como se suspeitou, é um outro
modo no caso de serem utilizadas mais do que 5 funções de forma. Para 5 funções está
representado na Figura 14 e para mais do que 5 funções de forma está na Figura 15.
Assim, consoante as necessidades para o cálculo dos modos naturais de vibração de um
sistema de placa simplesmente apoiada, vulgo, número de modos pretendidos, é
necessário considerar um número de funções de forma suficientes para se obterem
resultados precisos.
3.3.1.2 Placa Encastrada
Nesta secção será estudada a aplicação do elemento finito formulado anteriormente a
uma placa de dimensões iguais às já utilizadas e que apresentará encastramento em
todos os lados da mesma. Serão analisadas as frequências e formas naturais de vibração
utilizando diferentes números de funções de forma.
A adaptação do elemento finito às condições de fronteira deste problema passa pela não
consideração das funções de forma que apresentam, nos seus extremos, valores
diferentes de zero, quer para o deslocamento quer para a rotação.
49














1 9,21E6 9,21E6 9,21E6 9,31E6
2 1,17E7 1,17E7 1,17E7 1,18E7
3 1,63E7 1,62E7 1,60E7 1,63E7
4 2,42E7 2,36E7 2,34E7 1,85E7
5 2,66E7 2,41E7 2,41E7 2,28E7
6 3,08E7 2,65E7 2,65E7 2,44E7
7 4,88E7 3,07E7 3,06E7 2,68E7
8 5,10E7 3,72E7 3,43E7 3,11E7
Pela análise da Tabela 6 é possível notar que algumas das frequências sofrem alterações,
para os mesmos modos, com o aumento do número de funções de forma do elemento.
Nota-se uma tendência de diminuição residual das frequências naturais com o aumento
do número de funções. Fazendo uma análise comparativa entre as frequências obtidas
com 5 e 6 funções de forma, repara-se que a partir da quarta frequência de vibração a
diferença é significativa. Se fizermos uma comparação da 4ª frequência de vibração
para 5 funções com a 5ª frequência de vibração para 6 funções, repara-se que a
diferença é residual como a diferença entre as primeiras três frequências para ambos os
casos. Assim, o quarto modo de vibração é um modo que surge com o aumento do
número de funções de 5 para 6. Pelo mesmo raciocínio, por comparação da sétima
frequência obtida através da utilização de 5 funções com a oitava frequência obtida com
6 funções repara-se que há uma disparidade elevada. Assim, este oitavo modo de
vibração será também um novo modo natural de vibração que surge com o aumento do
número de funções de forma utilizadas.
Comparando as frequências obtidas utilizando 7 funções de forma com as frequências
obtidas analiticamente é possível verificar que o elemento formulado obtém resultados
fidedignos. Também neste comparativo surge frequências naturais díspares, o que indica
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que são necessárias mais funções de forma para se obterem todos os oito primeiros
modos de vibração de forma correta. Por exemplo, o quarto modo obtido através do
elemento finito utilizando 7 funções de forma corresponde ao quinto modo obtido de
forma analítica. Todos os modos seguintes, do quinto ao sétimo, correspondem aos
modos analíticos do sexto ao oitavo. Por comparação das frequências destes modos,
repara-se que o elemento finito p obtém frequências naturais mais baixas do que a forma
analítica. Tal facto pode explicar-se por duas formas. A teoria utilizada no elemento
finito é a teoria de placa de Reissner-Mindlin, mas a teoria utilizada para o cálculo
analítico das frequências é a teoria de Kirchhoff. Os valores obtidos para as frequências
analíticas são valores para uma relação de dimensões da placa b/a=0.48, enquanto o
valor real desta relação é b/a=0,476. Por estes factos se explica a diferença entre
frequências.
Figura 16 - Primeira forma natural de vibração para placa encastrada
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Figura 17 - Segunda forma natural de vibração para placa encastrada
Figura 18 – Terceira forma natural de vibração para placa encastrada
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Figura 19 - Quarta forma natural de vibração para placa encastrada (6 e 7 funções)
Figura 20 - Quarta forma natural de vibração para placa encastrada no caso de 5 funções de forma
(quinta no caso de 6 e 7 funções de forma)
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Figura 21 – Quinta forma natural de vibração para placa encastrada no caso de 5 funções de forma
(sexta no caso de 6 e 7 funções de forma)
Figura 22 - Sexta forma natural de vibração para placa encastrada no caso de 5 funções de forma
(sétima forma para 6 e 7 funções de forma)
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Figura 23 - Sétima forma natural de vibração para placa encastrada no caso de 5 funções de forma
Figura 24 - Oitava forma natural de vibração para placa encastrada no caso de 5 funções de forma
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Figura 25 - Oitava forma natural de vibração para placa encastrada para 6 funções de forma
Figura 26 - Oitava forma natural de vibração para placa encastrada (7 funções de forma)
Com a análise das figuras é possível notar que surgem efetivamente novos modos de
vibração com o aumento do número de funções de forma utilizadas.
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Como acima referido, com a utilização de 6 e 7 funções de forma surge um novo 4º
modo de vibração, cuja forma natural é apresentada pela Figura 19 sendo que no caso
em que se utilizam 5 funções de forma esta forma natural de vibração é apresentada pela
Figura 20. O mesmo sucede no 8º modo de vibração quando se utilizam 6 e 7 funções
de forma por comparação com o 7º modo natural de vibração quando apenas se utilizam
5 funções de forma. Neste caso, todos os modos de vibração diferem entre si. No caso
em que são utilizadas 5 funções de forma, a forma natural é representada pela Figura 23.
Esta difere da forma, correspondente ao 8º modo, obtida com 6 funções de forma,
representada na Figura 25. Por sua vez, também a 8ª forma natural de vibração obtida
recorrendo a 7 funções de forma difere das duas anteriormente referidas, e está
representada na Figura 26.
Assim, no 8º modo natural de vibração, e seguindo o mesmo raciocínio que
anteriormente, podem ter surgido dois modos naturais de vibração. Destes, o obtido com
mais funções de forma será o 8º modo real, sendo, que os outros obtidos serão modos
naturais de vibração posteriores, com frequência mais elevada.
Nos dois sistemas de placas analisados as frequências obtidas são de ordem bastante
elevada. Tal facto deve-se às dimensões dos sistemas analisados.
3.3.2 Frequências e formas naturais do sistema de pedal
Nesta secção será apresentado um estudo dos modos naturais de vibração de um sistema
do tipo pedal que já foi alvo de estudo por parte de Vyas [19]. Este tipo de sistema é
interessante para utilizar, por exemplo, em filtros de frequência.
O sistema em estudo é apresentado em seguida.
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Figura 27 - Representação esquemática do sistema de pedal [19]
As dimensões do sistema são apresentadas na Tabela 7.








O sistema de pedal considerado é encastrado nas extremidades inferiores, representadas
na Figura 27 pelos blocos cinzentos.
Para estudar este sistema, o material considerado será o polisilício, cujas propriedades
foram já apresentadas na Tabela 4.
O estudo levado a cabo sobre este sistema foi efetuado no software ANSYS. O
elemento que se adequaria ao mesmo seria o Shell 3D 4 node 181 (Shell 181), contudo
ao longo do processo de análise foram-se sentindo alguns problemas que
impossibilitaram a obtenção de resultados com o mesmo. Assim, foi necessário utilizar
um elemento sólido, o Brick 8 node solid 185 (Solid 185), elemento este que apresenta
um problema para a análise de placas devido à sua formulação, não considera graus de
liberdade de rotação. Pela análise das condições do sistema, tal problema pode ser
minimizado, uma vez que este sistema é encastrado. Neste caso as rotações nas ligações
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exteriores são consideradas nulas, bem como para o elemento utilizado. Por outro lado,
para diminuir a influência desta limitação no problema procurou-se utilizar uma malha
refinada o suficiente para que tal limitação não produzisse resultados incongruentes.
Em seguida são apresentados os resultados obtidos para os oito primeiros modos
naturais de vibração do sistema de pedal, as frequências e respetivas formas naturais de
vibração.
Tabela 8 - Frequências naturais do sistema de pedal









Figura 28 - Primeira forma natural de vibração do sistema pedal
A primeira forma natural apresenta uma rotação do corpo do pedal segundo o eixo dos
xx, devido à rotação das microvigas que estão ligadas ao corpo do pedal e ao exterior.
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Figura 29 - Segunda forma natural de vibração do sistema pedal
A segunda forma natural de vibração ocorre devido ao deslocamento do corpo do pedal
no eixo dos yy. As microvigas apresentam um comportamento tipicamente de flexão no
plano xy. O deslocamento das duas dá-se na mesma direção.
Figura 30 - Terceira forma natural de vibração do sistema pedal
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Na terceira forma natural de vibração dá-se a rotação do corpo do pedal no eixo dos zz.
As microvigas apresentam flexão em sentidos contrários.
Figura 31 - Quarta forma natural de vibração do sistema pedal
A quarta forma natural de vibração demonstra o deslocamento da base do pedal em z e a
rotação do corpo em x. Isto é acompanhado da flexão das microvigas no plano xz.
Figura 32 - Quinta forma natural de vibração do sistema pedal
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A quinta forma natural de vibração é caracterizada pela rotação do corpo do pedal
segundo o eixo dos yy, que é acompanhada pela flexão das microvigas, em sentido
contrário, no plano xz.
Figura 33 - Sexta forma natural de vibração do sistema pedal
A sexta forma natural de vibração do sistema caracteriza-se apenas pela flexão das
microvigas no plano xy em sentidos contrários. O corpo do pedal permanece na mesma
posição.
Tal como nas placas analisadas, também neste sistema as frequências são de ordem
elevada quando comparadas com os valores típicos de macro sistemas. Tal facto está
relacionado com as dimensões do sistema, pois estas são da ordem dos micrómetros.
Para a modelização de sistemas MEMS é, para além das frequências naturais e formas
naturais de vibração, necessário conhecerem-se os comportamentos quando são
solicitadas por forças eletrostáticas, que são o tipo de solicitação mais utilizado neste
tipo de sistemas [3]. É necessário, também, neste tipo de sistemas, ter em consideração
os efeitos das não linearidades geométricas e outras, e ainda é necessário ter em
consideração o amortecimento, por forma a obter-se um modelo o mais rigoroso
possível. Estas análises serão sugeridas como trabalhos futuros.
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4. Conclusões e trabalhos futuros
Os dispositivos MEMS são sistemas que têm vindo a ter um papel cada vez mais
importante no desenvolvimento de mecanismos como, entre outras aplicações, filtros de
frequência, micro interruptores, microscópios, sensores, atuadores. Estes dispositivos
têm vindo a substituir outros devido ao aumento do conhecimento do seu
comportamento estático e dinâmico, que advém do estudo que tem vindo a ser efetuado,
e também, devido ao grau elevado de desenvolvimento dos seus processos de fabrico,
bem como, devido ao baixo custo associado à sua utilização.
Para solicitar os dispositivos MEMS podem ser utilizadas forças piezoelétricas,
magnéticas e térmicas. Porém, a força mais utilizada é a força eletrostática. Esta é
interessante para este tipo de aplicação devido à sua eficiência, à elevada densidade
energética, às elevadas forças obtidas e ao baixo consumo energético, para além de que
permite simplicidade de design e resposta rápida. Este tipo se solicitação apresenta
algumas limitações, que por vezes podem ser úteis para algumas aplicações, como o
efeito pull-in. Este efeito condiciona a utilização dos dispositivos constituídos por
placas paralelas, que funcionam como elétrodos, a um terço da distância inicial entre
placas. Neste trabalho foi desenvolvida a formulação que permite considerar o efeito
das forças eletrostáticas em elementos do tipo p.
A análise dos modos naturais de vibração de placas foi efetuada com recurso a duas
teorias, Reissner-Mindlin e Kirchhoff, utilizadas para formular um elemento finito do
tipo p. Este elemento apresenta algumas vantagens em relação ao elemento finito
tradicional. É possível analisar uma placa com recurso a apenas um elemento, enquanto
que no elemento do tipo h é necessário recorrer a vários elementos, sendo portanto
necessários utilizar neste mais graus de liberdade. Assim, o elemento do tipo p necessita
de menor tempo de computação do que o comum elemento do tipo h. No elemento
finito do tipo p aumenta-se a precisão dos resultados com o aumento do número de
funções de forma utilizadas.
As frequências naturais das placas, para os tipos de condições de fronteira, estudadas
diminuem e ficam mais precisas com o aumento do número de funções de forma
utilizadas. Com este aumento vão também surgir modos naturais de vibração que podem
não ser detetados com a utilização de um número baixo de funções de forma. Assim,
consoante o número de modos que se pretende estudar é necessário selecionar um
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número mínimo de funções de forma. As frequências naturais obtidas em casos de
estudo deste trabalho foram validadas por comparação com resultados obtidos, exata ou
aproximadamente, de forma analítica. As propriedades de convergência dos elementos
finitos do tipo p nas micro-estrutruras analisadas são comuns às que se verificam à
macroescala. No entanto, verificou-se que as estruturas presentes em MEMS têm
frequências naturais de vibração muito elevadas, da ordem de vários milhares de [rad/s],
o que não é comum em estruturas com dimensões superiores.
Como trabalhos futuros seria interessante:
 Aprofundar o estudo de sistemas MEMS eletrostaticamente solicitados,
nomeadamente, considerando os diversos tipos de amortecimento existentes.
 Desenvolver um método para resolver as equações de movimento obtidas neste
trabalho, considerando as não linearidades existentes e acrescentando o
amortecimento.
 Aplicar este método de resolução de equações de movimento para o estudo de
placas e do sistema de pedal, neste trabalho, apresentado.
 Estudar as tensões de pull-in para estes sistemas.
 Estudar a interação entre modos de vibração do sistema tipo pedal.
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ANEXO A: Funções de forma
Funções de forma utilizadas na direção normal à placa
f1= (1/8)-(1/8) -(1/8) 2+(1/8) 3
f2= (1/2)-(3/4) 3
f3= -(1/8)-(1/8) +(1/8) 2+(1/8) 3
f4= (1/2)+(3/4) 3
f5= 1/8-(1/4) 2+(1/8) 4
f6= (1/8) -(1/4) 3+(1/8) 5
f7= -(1/48)+(3/16) 2-(5/16) 4+(7/48) 6
f8= -(1/16) +(5/16) 3-(7/16) 5+(3/16) 7
f9= 3/384-(15/96) 2+(35/64) 4-(63/96) 6+(99/384) 8
f10= (5/128) -(35/96) 3+(63/64) 5-(33/32) 7+(143/384) 9
f11= -1/256+(35/256) 2-(105/128) 4+(231/128) 6-(429/256) 8+(143/256) 10
f12= -(7/256) +(105/256) 3-(231/128) 5+(429/128) 7-(715/256) 9+(221/256) 11
f13= 7/3072-(63/512) 2+(1155/1024) 4-(1001/256) 6+(6435/1024) 8-(2431/512)
10+(4199/3072) 12
f14= (21/1024) -(231/512) 3+(3003/1024) 5-(2145/256) 7+(12155/1024) 9-
(4199/512) 11+(2261/1024) 13
Funções de forma utilizadas nas direções do plano da placa
g1= -1/2+(1/2) 2
g2= -(1/2) +(1/2) 3
g3= 1/8-(3/4) 2+(5/8) 4
g4= (3/8) -(5/4) 3+(7/8) 5
g5= -1/16+(15/16) 2-(35/16) 4+(63/48) 6
g6= -(5/16) +(35/16) 3-(63/16) 5+(99/48) 7
g7= 5/128-(105/96) 2+(315/64) 4-(693/96) 6+(1287/384) 8
g8= (35/128) -(105/32) 3+(693/64) 5-(429/32) 7+(715/128) 9
g9= - 7/256+(315/256) 2-(1155/128) 4+(3003/128) 6-(6435/256) 8+(2431/256) 10
g10= -(63/256) +(1155/256) 3-(3003/128) 5+(6435/128) 7-(12155/256)
9+(4199/256) 11
